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モチベーション

これまでに、観察可能な特徴を条件として、処置が実質的にランダム
に割り当てられている（条件付き非交絡性）場合に、平均処置効果を
推定する方法を見てきました。

また、パネルデータがあり、選択バイアスが時間を通じて一定である
（並行トレンド）と仮定できる場合に、条件付き非交絡性の仮定を緩
和する方法も学びました。

しかし、これらの仮定が妥当ではない場合もあります。
観察されない交絡変数が存在することを懸念する場合。
パネルデータがない場合、あるいは交絡因子が時間とともに変
化する（並行トレンドが崩れる）ことを懸念する場合。

そのような場合、何ができるでしょうか？
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「局所的実験」

因果推論の黄金律は実験を行うことです。

しかし、多くの場合、実験の実施は不可能です。

幸いなことに、関心のある処置の「受け入れ（take-up）」に影響を与
えるような（自然）実験が存在することがあります。

もしそのような実験があれば、（特定の条件の下で）その実験によっ
て処置を受けることになった人々（「コンプライヤー」）における処置
の効果を学ぶことができます。
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例：Medicaid の効果

政策上の重要な問い：Medicaid は健康状態にどのような影響を与え
るか？

Medicaid の因果的効果を知るための理想的な状況は、誰が加入する
かをランダムに決めることです。

道徳的・予算的な理由から不可能です。

しかし、オレゴン健康保険実験（OHIE）があります。これは、所得
が連邦貧困線（FPL）の 100%から 138%の間にある人々を対象に、
Medicaid の加入資格を無作為に割り当てたものです。
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復習：OHIE の背景
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抽選の当選 vs Medicaid への加入

以前、OHIE を用いて「加入資格の抽選に当選すること」の因果的効
果を推定しました。

しかし、私たちが本当に知りたいのは「Medicaid に加入すること」
の因果的効果ではないでしょうか？

抽選に当選することと、Medicaid に実際に加入することは同じでは
ありません：

当選者 (Winners) 落選者 (Losers)
Medicaid 加入経験あり 0.397 0.141

当選しても加入しない人がいます（書類を返送しなかった、加入資格
を失ったなど）。

落選しても、他の基準で資格を得て加入する人がいます。
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Medicaid 加入がうつ病に与える影響
当選者 落選者

Medicaid 加入経験あり 0.397 0.141
うつ病の症状 0.306 0.329
抽選の当選が Medicaid 加入に与える推定効果は？

0.397−0.141 = 0.256

抽選の当選がうつ病に与える推定効果は？ 0.306−0.329 =−0.023

では、「Medicaid への加入」がうつ病に与える効果を推定するにはど
うすればよいでしょうか？

自然な推定方法は、うつ病への効果を加入への効果で割ることです：
−0.023/0.256 ≈−0.09 → 加入者 1人あたり 9 ポイントの減少。

これは操作変数法 (IV)による推定値と呼ばれます。これはどのよう
な場合に機能するのでしょうか？ また、どのように解釈すべきで
しょうか？
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局所平均処置効果 (LATE)

特定の仮定の下で、操作変数法を用いることで局所平均処置効果
(Local Average Treatment Effect, LATE) を識別できることを示し
ます。

これはコンプライヤー (compliers)、すなわち「抽選に当たったから
こそ Medicaid に加入した人々」における平均処置効果です。

これが「局所的（local）」な効果であるのは、実験によって Medicaid
加入ステータスが変化しなかった人々についての効果は何も教えて
くれないからです。

次に、操作変数法を用いて LATE を識別するために必要な仮定を確
認します。
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4つのタイプの人々

集団を以下の 4つのタイプに分類できます：
オールウェイズ・テイカー (Always-takers)：抽選の結果に関わらず、
必ず Medicaid に加入する人々。

ネバー・テイカー (Never-takers)：抽選の結果に関わらず、決して
Medicaid に加入しない人々。

コンプライヤー (Compliers)：抽選に当選した場合にのみ Medicaid
に加入する人々。

ディファイアー (Defiers)：抽選に落選した場合にのみ Medicaid に加
入する人々。

ディファイアーは非現実的な存在と考えられ、通常は存在しないと仮
定します（単調性の仮定）。
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ディファイアーは非現実的な存在と考えられ、通常は存在しないと仮
定します（単調性の仮定）。
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4つのタイプの人々 – 数式による表現

Di を Medicaid に加入したかどうかの指標（処置）とします。
Zi を抽選に当選したかどうかの指標（操作変数）とします。

潜在的結果と同様に、潜在的処置 Di(1) と Di(0) を導入します：
Di (1)：Zi = 1（当選）の場合の加入ステータス。
Di (0)：Zi = 0（落選）の場合の加入ステータス。

オールウェイズ・テイカー：Di(1) = Di(0) = 1

ネバー・テイカー：Di(1) = Di(0) = 0

コンプライヤー：Di(1) = 1 かつ Di(0) = 0

ディファイアー：Di(1) = 0 かつ Di(0) = 1
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主要な仮定

独立性 (Independence)：操作変数（例：抽選結果）は実質的にランダ
ムに割り当てられている。Zi ⊥⊥ (Yi(0),Yi(1),Di(0),Di(1))

関連性 (Relevance)：操作変数が処置を受ける確率に影響を与える。
P(Di = 1|Zi = 1) 6= P(Di = 1|Zi = 0)

これはデータで検証可能です（実際に影響していました）。

単調性 (Monotonicity)：ディファイアーが存在しない。すべての i に
ついて Di(1)≥ Di(0)。

落選しても加入するような人が、当選したときに加入しなくなるとは
考えにくいので、妥当な仮定です。
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最後の重要な仮定 — 除外制約！

最後の一つであり、しばしば最も議論の的となるのが除外制約
(Exclusion restriction) です。

直感的には、操作変数 Zi（抽選の当選）は、処置（Medicaid 加入）
を通じてのみアウトカムに影響を与えるという仮定です。

数学的には、Yi = Di(Zi)Yi(1)+(1−Di(Zi))Yi(0) と書けることを意
味します。

潜在的結果を Yi (d ,z) と書くなら、Yi (d ,z) = Yi (d) であるという仮定
です。

これは、処置ステータスが変化しないオールウェイズ・テイカーやネ
バー・テイカーにとっては、当選したかどうかがアウトカムに影響を
与えないことを意味します。
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なぜ除外制約が崩れるのか？

操作変数（当選）が、処置ステータスを変えることなくアウトカムに
直接影響を与える場合、除外制約は満たされません。

例えば OHIE において、当選したオールウェイズ・テイカーは当選
しなかった場合よりも早く Medicaid に加入できたとします。これは
除外制約に違反するでしょうか？

はい。Medicaid への加入「時期」が健康に直接影響を与えるのであ
れば、違反になります。
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図解

非交絡性が満たされないのは、処置 D とアウトカム Y の両方に影
響を与える観察されない U が存在する場合です。

操作変数 Z があれば、この問題を回避できます。
独立性：Z は未観察因子 U の影響を受けない。
除外制約：Z は D を通じてのみ Y に影響を与える。
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LATE 定理

独立性、関連性、除外制約、単調性が成り立つとき：

E [Yi |Zi = 1]−E [Yi |Zi = 0]
E [Di |Zi = 1]−E [Di |Zi = 0] = E [Yi(1)−Yi(0)|Di(1) = 1,Di(0) = 0]

言葉で言えば：

Z が Y に与える効果
Z が D に与える効果

=コンプライヤーにおける平均処置効果

この成果により、Joshua Angrist と Guido Imbens は 2021 年ノーベ
ル経済学賞を受賞しました！
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LATE 定理の直感
定理の式：

E [Yi |Zi = 1]−E [Yi |Zi = 0]
E [Di |Zi = 1]−E [Di |Zi = 0] = LATE

独立性により、分子は Z が Y に与える因果的効果です。

しかし、除外制約によれば、Z の Y への効果は、処置ステータスが
変化しない人々（AT, NT）にとっては 0 です。また単調性により
ディファイアーはいません。

したがって、分子は「コンプライヤーにおける平均効果」に「コンプ
ライヤーの割合」を掛けたもの、すなわち LATE ×P(Complier) に
なります。

一方、分母は Z が D に与える効果です。これは AT や NT にとっ
ては 0 なので、単にコンプライヤーの割合 P(Complier) に等しくな
ります。
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より形式的な導出

集団をオールウェイズ・テイカー (AT)、ネバー・テイカー (NT)、コ
ンプライヤー (C) の 3つのグループに分けます。

（ディファイアーは
いないと仮定しました）。

それぞれの割合を αAT = P(AT ),αNT = P(NT ),αC = P(C) とし
ます。

Z はランダムに割り当てられている（独立性）ので、
P(AT |Z = 1) = P(AT ) = αAT です。
同様に、P(AT |Z = 0) = P(AT ) = αAT です。

同様の議論で、NT と C の割合も Z = 1 と Z = 0 のグループで同じ
になります。
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より形式的な導出
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より形式的な導出
次のステップ：分子が αC ×LATE であることを示します。

反復期待値の法則より：
E [Yi |Zi = 1] =
αC E [Yi |Zi = 1,C ]+αAT E [Yi |Zi = 1,AT ]+αNT E [Yi |Zi = 1,NT ] =

αC E [Yi (1)|Zi = 1,C ]+αAT E [Yi (1)|Zi = 1,AT ]+αNT E [Yi (0)|Zi = 1,NT ] =

αC E [Yi (1)|C ]+αAT E [Yi (1)|AT ]+αNT E [Yi (0)|NT ]

最後の行で独立性を用いました。

同様に：
E [Yi |Zi = 0] = αC E [Yi (0)|C ]+αAT E [Yi (1)|AT ]+αNT E [Yi (0)|NT ]

したがって、比の分子は以下のようになります：

E [Yi |Zi = 1]−E [Yi |Zi = 0] = αC (E [Yi(1)|C ]−E [Yi(0)|C ])︸ ︷︷ ︸
LATE

17
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より形式的な導出

分子が αC ×LATE であることを示しました。

最後に、分母が αC であることを示します。

分母は以下の通りです：

E [Di |Zi = 1]−E [Di |Zi = 0] = Pr(AT または C |Zi = 1)−P(AT |Zi = 0)
= (αC +αAT )−αAT = αC

ゆえに：
分子
分母

=
αC ×LATE

αC
= LATE
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LATE の推定
IV の仮定の下で、LATE が母平均の関数として識別されることを示
しました：

E [Yi |Zi = 1]−E [Yi |Zi = 0]
E [Di |Zi = 1]−E [Di |Zi = 0] = LATE

これをどのように推定すればよいでしょうか？

標本平均を代入すればよいのです！

β̂ =
ȲZ=1 − ȲZ=0
D̄Z=1 − D̄Z=0

,

ここで、例えば ȲZ=1 は Zi = 1 であるユニットの Yi の標本平均
です。

β̂ は IV 推定量、より正確には二段階最小二乗法 (Two-stage Least
Squares, 2SLS) 推定量と呼ばれます（その理由はすぐに明らかにな
ります）。
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例：Medicaid

当選者 落選者
Medicaid 加入経験あり 0.397 0.141
うつ病の症状 0.306 0.329

Medicaid の例で 2SLS 推定量を計算してみましょう。

ȲZ=1 − ȲZ=0
D̄Z=1 − D̄Z=0

=
0.306−0.329
0.397−0.141 = −0.09
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二段階最小二乗法
以下の 2つの線形回帰を考えます：

Yi = γ0 +Ziγ1 + εi (1)
Di = π0 +Ziπ1 +ui (2)

OLS 推定値 γ̂1 と π̂1 は何でしょうか？

γ̂1 = ȲZ=1 − ȲZ=0

π̂1 = D̄Z=1 − D̄Z=0

したがって、2SLS 推定量はこれら 2つの OLS 係数の比になります：

β̂ =
ȲZ=1 − ȲZ=0
D̄Z=1 − D̄Z=0

=
γ̂1
π̂1

式 (2) は通常「第一段階（first-stage）」、式 (1) は「誘導型
（reduced-form）」と呼ばれます。
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例：Medicaid
当選者 落選者

Medicaid 加入経験あり 0.397 0.141
うつ病の症状 0.306 0.329

以下の「第一段階」回帰の係数は？

Di = π0 +Ziπ1 +ui

π̂1 = 0.397−0.141 = 0.256

以下の「誘導型」回帰の係数は？

Yi = γ0 +Ziγ1 + εi

γ̂1 = 0.306−0.329 =−0.023

よって 2SLS 推定量は γ̂1/π̂1 =−0.023/0.256 =−0.09 となります。
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コントロール変数がある場合の IV
しばしば、操作変数が実質的にランダムに割り当てられているとい
う仮定は、観察可能な特徴を条件として初めて妥当になります。

実際、OHIE では抽選に当たる確率は家族の人数に依存していました。

独立性の仮定を、条件付き独立性 Zi ⊥⊥ (Yi(1),Yi(0),Di(1),Di(0))|Xi
に置き換えたとします。

前述と同様の議論により、同じ x の値を持つグループ内で同様の比
をとることで、「条件付き LATE」を識別できます：

E [Yi |Zi = 1,Xi = x ]−E [Yi |Zi = 0,Xi = x ]
E [Di |Zi = 1,Xi = x ]−E [Di |Zi = 0,Xi = x ] =
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コントロール変数がある場合の IV
しばしば、操作変数が実質的にランダムに割り当てられているとい
う仮定は、観察可能な特徴を条件として初めて妥当になります。
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条件付き LATE の推定
実務において操作変数の条件付き独立性を仮定する場合、コント
ロール変数を含めた 2SLS の修正版を推定します。

すなわち、β̂2SLS = γ̂1/π̂1 を用います。ここで γ̂1, π̂1 は以下の OLS 推
定値です：

Yi = γ0 +Ziγ1 +X ′
i γγγ2 + εi (3)

Di = π0 +Ziπ1 +X ′
i π2 +ui (4)

Xi がカテゴリー変数（例：家族の人数）のダミー変数のセットであ
る場合、これは各共変量の値における 2SLS 推定値の加重平均を与え
ます。

より一般的には、(4) が第一段階の CEF の良い近似であれば、これ
は LATE (x) の加重平均の近似的な一致推定量となります。
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例：Medicaid

OHIE では、抽選は家族の人数を条件としてのみランダムでした。

そのため Finkelstein et al. (2012) は、以下の 2SLS を推定してい
ます：

Yi = γ0 +Ziγ1 +X ′
i γγγ2 + εi (5)

Di = π0 +Ziπ1 +X ′
i π2 +ui (6)

ここで Xi には家族の人数の固定効果やその他の人口統計学的変数が
含まれています。
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「擬似実験」的な操作変数

Medicaid の事例では、操作変数 Zi は明示的にランダムに割り当てら
れていました。

他の設定では、直接ランダム化されたわけではないが、潜在的に「ラ
ンダムと同様」と見なせるような特異な要因による操作変数を用い
ることがあります。

これにより IV を利用できるケースが広がりますが、必要な仮定につ
いてはより厳格な吟味が必要になります！
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例：Angrist and Krueger (1991)

AK (1991) は労働経済学の古典的な問いに取り組んでいます：教育を
1年追加することの労働市場における収益（賃金への影響）は何か？

単に教育年数が長い人と短い人の賃金を比較するだけではいけない
のはなぜでしょうか？

教育年数はランダムに決まるわけではないからです。教育の選択は、
能力や家庭環境などの、賃金に直接影響を与える多くの交絡因子に依
存している可能性があります。

IV を用いて教育の収益を推定するには何が必要でしょうか？

実質的にランダムに割り当てられ、教育年数を通じてのみ賃金に影
響を与えるような操作変数を見つける必要があります。
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義務教育法

米国のほとんどの州には、16歳または 17歳の誕生日まで学校に留ま
ることを義務付ける義務教育法があります。

AK は、これらの法律により、中退を考えている生徒は、1年のうち
の早い時期に生まれた場合、より少ない教育しか受けられなくなる
と主張しました。

つまり、同じ学年で最も年上の子（1月 1日生まれ）と最も若い子
（12月 31日生まれ）を比べると、年上の子は最も若い子よりも 1年
早く合法的に中退できてしまいます。

AK は、1年のうちのどの時期に生まれるかは実質的にランダムであ
ると議論し、教育年数の操作変数として「出生四半期」を用いました。
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実際に AK は、第 1四半期に生まれた人は、同じ年のそれ以外の四半
期に生まれた人よりも平均して教育年数が短いことを見出しました。
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第一段階の推定値は？ 11.5252−11.3996 = 0.1256

誘導型の推定値は？ 5.1574−5.1484 = 0.0090

2SLS 推定値は？ 0.0090/0.1256 = 0.0715
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仮定の評価

関連性：

出生四半期が教育年数と相関している必要がある。
X これは検証可能であり、実際に相関していました（t 統計量は 12）。

独立性：出生四半期が、賃金の決定要因や義務教育法への反応と独
立である必要がある（ Zi ⊥⊥ (Y (.),D(.)) ）。

親が子供の誕生時期を正確にコントロールできないのであれば、独
立性は妥当に見えます。しかし...
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出生四半期は、いくつかの人口統計学的特徴と相関しています。

これは独立性の仮定が満たされていない可能性を示唆しています。
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仮定の評価...

除外制約：出生四半期は教育年数を通じてのみ賃金に影響を与える。

これは、出生四半期によって教育年数が変化しない人々にとっては、
いつ生まれても賃金が同じであることを意味します。

一般的は妥当そうですが... 学年の中で相対的に年上か年下かという
ことが、教育の質に直接影響を与えるかもしれません。
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仮定の評価

単調性：第 1四半期に生まれなかった方が、全員が少なくとも同等
以上の教育年数を得る。

すべての学校が 1月 1日を学年の区切りにしていれば妥当です。

もし 9月 1日を区切りにしている学校があれば、第 4四半期生まれの
方が教育年数が短くなる可能性もあります。
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義務教育法（CSL）の対象年齢が異なる州を比較したところ、出生四
半期の教育への影響は CSL を通じて生じていることが示唆されまし
た。これは独立性に関する懸念をいくらか和らげるものです。
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誰に対する処置効果か？

IV の仮定が（近似的に）成り立つとしましょう。

推定された効果をどう解釈すべきでしょうか？

それはコンプライヤーに対する局所平均処置効果 (LATE) です。こ
の場合は、「1年の後半に生まれていれば、もう 1年長く学校に通っ
たであろう人々」に対する効果です。

なぜ LATE が全集団の ATE と一致しない可能性があるのでしょ
うか？

中退するかどうかの境界線上にいる人々にとっての教育の収益は、他
の人々とは異なる可能性があるからです。
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複数の操作変数

これまでは、2値の操作変数（当選 vs 落選）を考えてきました。

しかし、操作変数が多値をとる場合や、複数の異なる操作変数がある
場合もあります。

次に、多値の操作変数からの変動をどのように利用できるかを議論
します。
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例：Angrist (1990)

Angrist (1990) は以下の問いに興味を持っています：軍隊に従事する
こと（特にベトナム戦争）は、その後の人生の労働賃金にどのような
影響を与えるか？

なぜ単に退役軍人と非退役軍人を比較するだけではいけないので
しょうか？

退役軍人ステータスはランダムではないからです。彼らはキャリアの
目標、家庭環境、身体能力などの面で異なっている可能性があります。

IV を使うには何が必要でしょうか？ 実質的にランダムで、軍への入
隊を通じてのみ賃金に影響を与える操作変数です。
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Angrist (1990) – 徴兵抽選

Angrist (1990) は、ベトナム戦争中に（男性を対象とした）強制的な
徴兵制があったことを利用しました。

1970年代、軍は抽選を行い、各誕生日にランダムに優先番号を割り
当てました。番号が小さい日に生まれた人から順に徴兵の対象とな
りました。

抽選番号は、入隊するかどうかを完全には決定しませんでした：
番号が小さくても、医学的な免除を受けたり、国外へ逃れたりする人
がいました。
番号が大きくても、自ら志願して入隊する人がいました。

Angrist はまず操作変数を 2値化（徴兵対象の誕生日 vs 対象外）して
考え、次に多値の操作変数（各誕生日ごとの変数）へと一般化しま
した。
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IV 仮定の評価
独立性：

抽選番号が、潜在的な賃金や入隊傾向と系統的に関連して
いないこと。

抽選のランダム化により、この仮定は非常に妥当です。
番号の大小で、観察可能な特徴に差はありません。

除外制約：抽選番号が入隊を通じてのみ賃金に影響を与えること。
この文脈での除外制約は少し巧妙です。
ネバー・テイカーは、番号が小さいと（徴兵を避けるために）国外へ
逃げなければならなかったかもしれません。
オールウェイズ・テイカーは、自ら志願した場合と徴兵された場合で、
軍での経験が異なるかもしれません。

関連性：抽選番号が入隊に影響を与えること。
妥当であり、実際に影響していました。

単調性：番号が大きくても入隊する人は、番号が小さければ必ず入
隊する。

妥当と思われます。
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Angrist はまず、誕生日を徴兵対象（eligible）と対象外（non-eligible）
にグループ分けした 2値版の操作変数を考えました。

以下はその第一段階の結果です（ p̂e − p̂n を参照）。
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この例における LATE の可視化

図解は こちら を参照してください。

48

https://www.dropbox.com/s/nddh9vb6pjxvlng/2sls%20diagrams.pdf?dl=0
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複数の操作変数を用いた 2SLS の定式化

この手続きは、複数の操作変数を用いた二段階最小二乗法として定
式化できます。

操作変数のベクトル Zi があるとします（例：Z1 は誕生日 1、Z2 は
誕生日 2、...）。
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複数の操作変数を用いた 2SLS
ステップ 1（第一段階）：OLS 回帰により E [Di |Zi ] を推定する：

Di = γ0 +Z ′
i γγγ1 +ui

（例：各誕生日ごとの平均入隊率を推定する）

ステップ 2：各ユニット i について E [Di |Zi ] の予測値を構築する：

D̂i = γ̂0 +Z ′
i γ̂γγ1

（例：D̂i はユニット i と同じ誕生日の人の平均入隊率）

ステップ 3（第二段階）：Yi を D̂i に OLS 回帰する：

Yi = β0 + D̂iβ1 + εi

（例：賃金を誕生日ごとの平均入隊率に回帰する）

β̂1 が（加重）LATE の推定値となります。
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ステップ 1（第一段階）：OLS 回帰により E [Di |Zi ] を推定する：

Di = γ0 +Z ′
i γγγ1 +ui

（例：各誕生日ごとの平均入隊率を推定する）

ステップ 2：各ユニット i について E [Di |Zi ] の予測値を構築する：
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Martin and Yurukoglu (2017)
Martin and Yurukoglu は以下の問いに興味を持っています：Fox
News（保守的なテレビ局）への露出は、米国の投票行動にどのよう
に影響するか？

Fox News をよく見る地域とそうでない地域の投票行動を比較するだ
けで、因果的効果が得られるでしょうか？

おそらく得られません！ 政治的傾向という強力な交絡因子があるから
です（保守的な人ほど Fox News を見、かつ共和党に投票する）。

実質的にランダムで、視聴数を通じてのみ投票に影響する操作変数
が必要です。何かアイデアはありますか？

彼らは、ケーブルテレビの「チャンネル・ラインナップにおける位
置」を IV として使うことを提案しました。

番組ガイドの早い位置にあるほど、Fox News はよく見られる傾向があ
ります。
ラインナップの位置は、1990年代のケーブルニュース導入時の特異な
要因によって決まっており、ランダムと同様であると議論しました。
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Martin and Yurukoglu の 2SLS 仕様

第一段階：
Di = πZi + γγγ

′Xi +ui

ここで Di は郵便番号 i における 1週間あたりの Fox News 平均視聴時
間、Xi は州・郡の固定効果、MSNBC の位置、人口統計学的変数（所得、
年齢、人種など）を含むコントロール変数のベクトルです。

第二段階：
Yi = β D̂i +δδδ

′Xi + εi

ここで Yi は 2008年選挙における共和党得票率、D̂i は第一段階からの予
測値です。

54



仮定の評価

独立性：

Fox News の位置が（観察可能な特徴を条件として）実質的
にランダムであること。これが最も議論の余地があります。需要の高
い場所ほど Fox News を早い位置に置くのではないか、という懸念が
あります。

除外制約：チャンネルの位置が視聴数を通じてのみ投票に影響する
こと。比較的妥当に見えます。

関連性：位置が視聴数に影響すること。実際に影響していました。

単調性：位置が早くなるほど、視聴数が増える（または減らない）こ
と。概ね妥当ですが、遅い位置の方が他の人気チャンネルに近くて視
聴が増える、といったことがあれば違反になります。
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第一段階

ラインナップの後ろの方にあるほど、視聴数が少なくなっています。
ラインナップ位置が 1 標準偏差改善すると、視聴数は週に約 2.5 分
増加します。
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独立性に関する証拠

Fox News の位置は、1996年（ケーブルニュース普及前）の得票率
や、ほとんどの人口統計学的特徴と有意な関連がありません。
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衛星放送視聴者を用いた検証

チャンネル位置が視聴数を予測するのは（そのラインナップを使っ
ている）ケーブルテレビ利用者のみであり、別のラインナップを使っ
ている衛星放送利用者には影響していません。
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2SLS の結果

チャンネル位置の 1 標準偏差の改善は視聴数を週 2.5 分増加させ、それ
により共和党得票率が 0.3 ポイント上昇したと推定されました。
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2SLS の推論

2SLS 推定値の標準誤差をどのように求めればよいでしょうか？

2SLS は、第一段階の予測値 D̂ を説明変数として OLS を実行するの
と同等であることを見ました。

しかし、単にその第二段階の OLS を実行して、その OLS 標準誤差
をそのまま使うのは間違いです。D̂ 自体が推定値である（誤差を含
んでいる）ことを考慮に入れていないからです。

幸い、Stata などのソフトウェアを使えば、正しい 2SLS 標準誤差を
簡単に得ることができます。

Stata では ivregress 2sls y x (d=z), r と入力します。

これらの標準誤差はどこから来ているのでしょうか？
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第一段階と誘導型の正規性

単一の操作変数の場合、β̂IV = γ̂1/π̂1 でした。ここで γ̂1, π̂1 は以下の
OLS 推定値です：

Yi = γ0 +Ziγ1 + εi

Di = π0 +Ziπ1 +ui

OLS 推定値が漸近的に正規分布に従うことは既に示しました（これ
らは同時にも成立します）：

√
N
((

γ̂1
π̂1

)
−
(

γ1
π1

))
→d N(0,Σ)

これを用いて γ̂1/π̂1 の漸近分布を導けるでしょうか？
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デルタ法
g(γ̂1, π̂1) = γ̂1/π̂1 とします。

(γ̂1, π̂1)≈ (γ1,π1) のとき、一次のテイ
ラー展開により：

g(γ̂1, π̂1)≈ g(γ1,π1)+∇g(γ1,π1)(γ̂1 − γ1, π̂1 −π1)
′

ここで ∇g(γ1,π1) は (γ1,π1) における g の勾配（ベクトル）です。

これは次を意味します：

√
N

 γ̂1
π̂1︸︷︷︸

g(γ̂1,π̂1)

− γ1
π1︸︷︷︸

g(γ1,π1)

≈ ∇g(γ1,π1)
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弱識別 (Weak Identification)

注意： β̂IV = γ̂1/π̂1 が定義されるのは π̂1 6= 0 のときのみです。

π̂1 → 0 となると、|β̂IV | → ∞ となり、π̂1 ≈ 0 のとき IV 推定量の挙動
は非常に不安定になります。

これまでの漸近理論では、π1 6= 0（関連性）を仮定し、N が大きくな
れば π̂1 →p π1 となるため、π̂1 が 0 に近くなる確率は 0 に収束し、
問題になりませんでした。

しかし実務上、π̂1 が（標準誤差に対して）非常に 0 に近い場合があ
ります。

この場合、上記の正規分布による近似は、β̂IV の分布を適切に捉える
ことができません。これは「弱識別」問題として知られています。
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弱操作変数 – モンテカルロ・シミュレーション

モンテカルロ・シミュレーション：真の処置効果は 0
Yi(d) = η +ν ; Di = π1Zi +η ; η ,ν ,Zi ∼ N(0,1)

ケース 1：強い第一段階 (π1 = 1) → π1/SD(π1)≈ 22
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複数の操作変数がある場合の弱 IV
多くの操作変数がある場合にも、概念的に関連した問題が生じます。

典型的な例：Angrist and Krueger (1991) は、出生四半期と「出生
年・州」の交差項を操作変数として用いました。

これにより標本内の Di の予測精度は上がりますが、標準誤差は減少
します。

しかし Bound et al. (1995) は、ランダムに生成した操作変数を使っ
ても、彼らと同じ 2SLS 推定値が得られてしまうことを示しました。

直感：第一段階で多くの操作変数を使うと、Di を「過学習（overfit）」し
てしまいます。

極端なケースとして、各観測値に 1つずつ操作変数を割り当てたと
すると、第一段階のフィットは完璧になります：D̂i = Di。すると数
値的に 2SLS = OLS となります。
つまり、弱操作変数の問題は第一段階での「過学習」から生じるの
です。
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弱 IV のテスト

一般的な経験則として、第一段階における操作変数の F 統計量が 10
未満であれば、弱操作変数を懸念すべきとされています。

第一段階の回帰

Di = π0 +Z ′
i πππ1 +X ′

i πππ2 +ui

を実行し、帰無仮説 H0 : πππ1 = 0 に対する F 統計量を計算します。

操作変数が 1つの場合、F 統計量は操作変数の t 統計量の 2乗に等
しいため、F > 10 は |t|> 3.2 に対応します。
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この例では、第一段階の F 統計量は 5.53 です。
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Stata の ivreg2 コマンドなどから、この F 統計量を直接得ることがで
きます。

70



弱操作変数に対して何ができるか？

サンプルを分割して過学習を抑える方法があります（Split-sample IV
や Jackknife IV）。

弱操作変数がある場合に、より適切な信頼区間を得る方法もあり
ます。

最も一般的なのは Anderson-Rubin 信頼集合ですが、この講義では扱
いません。

操作変数の強度を高める努力をすることも考えられます：
サンプルサイズを大きくする。
D と相関する（が Z とは強く相関しない）コントロール変数を追加
する。
新しい操作変数を考える :)
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